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ABSTRAK
Metode Potra-Ptak adalah salah satu metode yang digunakan untuk menentukan akar-akar
persamaan nonlinier dengan orde konvergensi kubik. Kecepatan sebuah metode iterasi dalam
mendekati akar –akar persamaan nonlinier bergantung pada orde konvergensinya. Semakin tinggi
orde konvergensinya maka iterasinya semakin sedikit. Oleh karena itu, penulis memodifikasi
metode Potra-Ptak dengan menggunakan kelengkungan kurva untuk meningkatkan orde
konvergensi. Berdasarkan hasil kajian, diperoleh bahwa modifikasi metode Potra-Ptak dengan
menggunakan kelengkungan kurva menghasilkan sebuah persamaan dengan konvergensi orde
enam. dengan indeks efisiensinya sebesar 1,348 yang melibatkan tiga evaluasi fungsi yaitu
)( nxf , )( nyf , )( nwf dan tiga evaluasi turunan )(' nxf , )(' nyf , )(' nwf
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ABSTRACT
Potra-Ptak method is one method that used to determine the roots of nonlinear equations with
order of convergence three. the speed of a method depends on the order of convergence in
minimizing the number of iteration. The higher the order of convergence of iteration the less.
Therefore, in this paper the author modifying Potra-Ptak method using curvature curve to improve
the order of convergence. Based on the results of the study, found that the modified method of
Potra-Ptak by using the curvature of the curve produces an equation with convergence order of
six. Efficiency index is 1,348 involving three evaluation functions: )( nxf , )( nyf , )( nwf and three-
derivative evaluation is )(' nxf , )(' nyf , )(' nwf
Keywords: Potra-Ptak  method, Curvature, Order of convergence.
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang
Pada persoalan matematika, sering kita temukan masalah dalam
menentukan akar-akar persamaan nonlinier. Persamaan nonlinier melibatkan
bentuk persamaan aljabar, trasenden, logaritma, trigonometri dan campuran.
Metode yang sering digunakan untuk menyelesaikan persamaan nonlinier adalah
metode Newton dengan orde konvergensi berbentuk kuadratik. Metode Newton
sering digunakan untuk menyelesaikan persaman nonlinier karena metode Newton
cepat menghampiri nilai eksak dan menghasilkan galat yang sangat kecil, dengan
bentuk umum
)(
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xf
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xx  ; 0)(' nxf (1.1)
Dalam perkembangan ilmu matematika, metode Newton telah mengalami
banyak modifikasi, tujuannya untuk mempercepat konvergensinya. Metode yang
sudah dikembangkan yaitu Metode Potra - Ptak yang memiliki orde konvergensi
tiga yang bentuk umumnya adalah:
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 (1.2)
dengan
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xy  (1.3)
Salah satu peneliti telah melakukan modifikasi metode Potra-Ptak dengan
menggunakan pendekatan, misalnya Reza Erzati dan Elham Azadegan (2009)
memodifikasi Potra-Ptak Menggunakan Potra ganda yang menghasilkan orde
lima.
Berdasarkan apa yang dilakukan peneliti tersebut, penulis tertarik untuk
mengembangkan metode Potra –Ptak menggunakan kelengkungan kurva.
I-2
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka penulis mengangkat rumusan
masalah ”Bagaimana menentukan Orde Konvegensi Modifikasi metode Potra -
Ptak dengan menggunakan kelengkungan kurva ?”
1.3 Batasan Masalah
Untuk menghindari luasnya pembahasan dalam tugas akhir ini, maka penulis
mengambil batasan masalah yaitu :
a. Persamaan non linier dengan variabel tunggal dan memiliki akar tunggal
b. Simulasi numeriknya menggunakan Matlab 7.0.4 dan Maple
1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian yang ingin dicapai dalam tugas akhir ini adalah
a. Mendapatkan persamaan iterasi modifikasi Potra –Ptak menggunakan
kelengkungan kurva
b. Mendapatkan Orde konvergensi dari Metode Potra-Ptak
c. Mendapatkan Indeks efisiensi dari Metode Potra-Ptak
d. Mendapatkan Simulasi numerik dan COC dari Metode Potra-Ptak
1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat penelitian dari tugas akhir ini adalah sebagai berikut:
a. Menambah pengetahuan penulis mengenai metode Potra - Ptak  dalam
menentukan solusi persamaan nonlinier.
b. Mendapatkan bentuk baru modifikasi metode Potra - Ptak menggunakan
kelengkungan kurva.
1.6 Sistematika  Penulisan
Sistematika penulisan skripsi ini mencakup lima bab yaitu :
Bab I Pendahuluan
Bab ini berisi tentang latar belakang, perumusan masalah, batasan
masalah, tujuan dan manfaat penelitian.
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Bab II Landasan Teori
Bab ini berisi tentang teori-teori dasar yang digunakan dalam penelitian
yaitu: deret taylor, orde konvergensi, metode Newton dan orde
konvergensi Newton dan metode Potra-Ptak dan orde konvergensinya.
Bab III Metodologi Penelitian
Bab ini berisi tentang metodologi penelitian yang membahas tentang
langkah-langkah untuk menemukan rumusan baru dari metode Potra -
Ptak yang dimodifikasi dengan kelengkungan kurva.
Bab IV Pembahasan
Bab ini berisi tentang pembahasan bagaimana bentuk rumusan baru dari
metode Potra - Ptak yang dimodifikasi dengan kelengkungan kurva
serta orde konvergensinya. Selain itu dilengkapi dengan simulasi
numeriknya.
Bab V Penutup
Bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran.
BAB II
LANDASAN TEORI
2.1 Orde Konvergensi
Orde konvergensi merupakan Parameter untuk mengukur tingkat percepatan
dalam penyelesaiaan persamaan nonlinier 0)( xf . Apabila suatu metode iterasi
berorde dua maka metode iterasi ini akan konvergen secara kuadratik, dan apabila
metode iterasi berorde tiga maka metode iterasi ini akan konvergen secara kubik, dan
seterusnya. Definisi yang menjelaskan tentang orde konvergensi adalah sebagai
berikut :
Definisi 2.1 (Mathews, (1992). Misalkan terdapat sebuah bilangan konstanta 0c ,
bilangan bulat 00 n , untuk semua 0nn  dan 0p maka barisan }{ nx , dikatakan
konvergen ke  dengan orde konvergensi p , jika memenuhi ketentuan
p
nn xcx  1 (2.1)
Jika 2p atau 3p maka metode hampiran memiliki orde konvergensi
kuadratik atau kubik. Misalkan  nn xe merupakan kesalahan pada iterasi ke- n
pada suatu metode yang menghasilkan suatu barisan  nx , maka suatu persamaan
)( 11   pnpnn eOcee , (2.2)
disebut sebagai persamaan kesalahan, sedangkan nilai p pada persamaan (2.2)
menunjukan orde konvergensinya.
Misalkan orde konvergensi metode newton adalah
)( 321 nnn eOcee 
Berdasarkan  hasil di atas diperoleh bahwa persamaan kesalahan memiliki orde
konvergensi 2
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Untuk menegaskan tingkat orde konvergensi suatu metode iterasi, bisa kita
selesaikan  menggunakan metode Computional Order of Convergence (COC)
2.2 Computional Order of Convergence (COC)
Computional Order of Convergence (COC) merupakan parameter untuk
menentukan orde konvergensi secara komputasi.
Definisi 2.2 (S.Weerakoon, 2000). Misalkan  adalah akar untuk fungsi )(xf dan
andaikan 1,,1  nnn xxx berturut-turut adalah iterasi yang dekat dengan .
Sehingga rumus
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Contoh 2.2
a. Diberikan fungsi 23)( 3  xxxf , dengan menggunakan rumus metode
Newton tentukan iterasi untuk menentukan akar tunggal 2 serta konvergensi
fungsi tersebut dengan nilai awal 4,20 x dan toleransi 1410
b. Diberikan fungsi 23)( 3  xxxf ,dengan menggunakan rumus metode Newton
tentukan iterasi untuk menentukan akar ganda 1 serta konvergensi fungsi
tersebut dengan nilai awal 2,10 x dan toleransi 1410
Penyelesaiaan:
Diketahui : 23)( 3  xxxf
2
4,20 x
Ditanya     :  iterasi dan konvergensi dengan menggunakan metode Newton
Jawab        :  untuk iterasi awal 4,20 x
  0004000000000,020004000000000,2  nn xe
mencari COC rumusnya adalah
   
   1
1
ln
ln


nn
nn
ee
ee

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   
   01
12
ln
ln
ee
ee
   
   000004000000000,09047640761904761,0ln
9047640761904761,0565670359601067,0ln
88413699708,1
Jadi hasil COC untuk iterasi pertama adalah 88413699708,1 . Begitu pula untuk
mencari iterasi selanjutnya.
Tabel 2.1 Hasil iterasi dan COC metode Newton dengan akar tunggal.
Iterasi nx ne COC
0 -2,4000000000000000 0,4000000000000000 1,84136997088
1 -2.0761904761904764 0.0761904761904764 1,97712790740
2 -2.0035960106756567 0.0035960106756567 1,99941129295
3 -2.0000085899722211 0.0000085899722211 1.99940691500
4 -2.0000000000491913 0.0000000000491913 Tidak terdefinisi
5 -2.0000000000000000 0.0000000000000000 Tidak terdefinisi
Tabel.2.1 menunjukkan bahwa metode Newton dengan akar tunggal memiliki
konvergensi kuadratik dengan 2 .
Penyelesaian :
Tabel 2.2 Hasil iterasi dan COC metode Newton dengan akar ganda
Iterasi
nx ne COC
0 1,200000000 0,200000000 0,9909996418
1 1,103030303 0,103030303 1,011420402
2 1,052356417 0,052356417 1,001000703
3 1,026400814 0,026400814 1,003107847
4 1,013257734 0,013257734 1,001571799
5 1,006643418 0,006643418 1,000813247
6 1,003325387 0,003325387 Tidak Terdefinisi
7 1,001663559 0,001663598 Tidak Terdefinisi
Tabel 2.2 menunjukkan bahwa Metode Newton dengan akar ganda memiliki konvergensi
linier 1
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2.3 Indeks Efisiensi ( Sharma J.R, 2011)
Indeks efisiensi merupakan parameter untuk menghitung efisien sebuah
metode. Rumus untuk mencari indeks efisiensi yaitu:
wPE
1
 (2.3)
dengan P adalah banyaknya orde konvergensi dari suatu metode, sedangkan w
merupakan jumlah dari evaluasi fungsi dari metode tersebut termasuk juga
turunannya. Semakin besar nilai indeksnya maka semakin efisien metode tersebut
dalam menghampiri akar-akarnya.
Contoh 2.3 Tentukanlah nilai indeks dari metode Ostrowski dan Newton ganda
Penyelesaian :
a. Metode Ostrowski mempunyai tiga fungsi  nxf dan  nxf ' ,  nyf sedangkan
orde konvergensinya tingkat empat yaitu
)()2( 5432321 nnn eOeCCCe 
Maka nilai indeksnya
wPE
1

3 4
587,1
Jadi metode Ostrowski memiliki efisiensi indeks 587,1 dan waktu yang
dibutuhkan untuk mencari efisiensi indeks metode Ostrowski sebanyak 2 menit.
b. Metode Newton ganda  mempunyai empat fungsi  nxf dan  nxf ' ,  nyf ,
 nyf ' sedangkan orde konvergensinya tingkat empat yaitu
)(2 54321 nnn eOece 
Maka nilai indeksnya
wPE
1

4 4
44,1
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Jadi metode Newton ganda memiliki  efisiensi indeks 414,1 dan waktu yang
dibutuhkan untuk mencari efisiensi indeks metode Newton ganda adalah 4 menit.
Kesimpulan : Jadi metode Ostrowski lebih efektif dalam menyelesaikan
persamaan nonlinier karena efisiensi indeksnya lebih besar.
2.4 Deret Taylor
Deret Taylor adalah representasi fungsi matematika sebagai jumlahan tak
hingga dari suku-suku yang nilainya dihitung dari turunan fungsi  disuatu titik. Deret
Taylor merupakan deret yang berbentuk polinomial yang digunakan untuk
menyelesaikan persamaan nonlinier.
Teorema 2.4 Deret Taylor (Purcell dkk, (2003). Misalkan f adalah fungsi yang
mempunyai turunan ke  1n -nya    xf n 1 ada untuk setiap x pada selang terbuka
I yang disekitar 0x . Maka  xf dapat ditulis
n
n
xx
n
xf
xx
xf
xxxfxfxf )()!(
)()(
!2
)(''))((')()( 00
)(
2
0
0
000   (2.4)
Jika deret Taylor pada persamaan (2.4) dipotong pada suku ke –n ,dengan sisa
xRn ( ) maka persamaan Taylor menjadi
 200000 )(!2
)(''))((')()( xxxfxxxfxfxf
)()()!(
)(
0
0
)(
xRxx
n
xf
n
n
n
 (2.5)
dengan
xRn ( ) adalah sisa atau kesalahannya dinyatakan dengan rumus
1
)1(
)()!1(
)()( 


n
n
n ax
n
cf
xR (2.6)
dan c adalah titik diantara x dan a .
Misalkan hasil pemotongan deret Taylor disebut Polinomial Taylor ke )(xPn
maka persamaan deret Taylor menjadi
 300
'''
2
0
0
''
00
'
0 )(!3
)()(
!2
)())(()()( xxxfxxxfxxxfxfxPn
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+ n
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!
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0
0  (2.7)
dan persamaan (2.5) dapat ditulis lagi dalam bentuk
)()()( xRxPxf nn  (2.8)
Bukti :
Untuk membuktikan persamaan (2.8) gunakan rumus ekspansi Taylor untuk
mengaproksimasi fungsi f di sekitar nx , dimana : nn ex  , dan )()( 1 nn hOxR ,
maka persamaan teorema Taylor (2.7) dan bentuk suku sisanya (2.6) dapat ditulis
kembali dalam bentuk:
 2)(
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)('')(')()( nnn e
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effxf 
 nn
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maka,
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n hOe
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2.5 Metode Newton dan  Konvergensinya
Metode Newton adalah metode yang paling terkenal dan paling banyak
digunakan dalam bidang Sains dan Rekayasa. Hal ini karena metode Newton
konvergensinya paling cepat. Metode Newton berasal dari turunan deret Taylor orde
pertama. Metode ini sering digunakan untuk mencari akar-akar persamaan nonlinier.
Misalkan fungsi f dapat diekspansi disekitar nxx  menggunakan deret
Taylor dengan nx pendekatan 0)( xf ,jika )(xf diekspansi disekitar nxx  sampai
orde pertama, maka diperoleh
)()()()( ' nnn xfxxxfxf  (2.11)
dengan 0)( xf , kemudian disubstitusikan ke persamaan (15) dengan mengambil
1 nxx ,sehingga
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)()( '1 nnn xfxx   )( nxf
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
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n
n
nn
xf
xf
xx  untuk ,2,1,0n (2.12)
Persamaan di atas merupakan persaman umum dari metode Newton.
Untuk mencari orde konvergensi dari Metode Newton dapat diselesaikan
menggunakan teorema dibawah ini :
Teorema 2.5: Misalkan )(xf adalah fungsi bernilai rill yang mempunyai turunan
pertama, kedua dan ketiga pada interval (a,b). Jika )(xf mempunyai akar  pada
interval (a,b) dan 0x adalah nilai tebakan awal yang cukup dekat ke  , maka metode
iterasi pada persamaan (2.17) memenuhi persamaan error:
 nn xe dan )('
)(
!
1 )(


f
f
jC
j
j  ,3,2,1k
Bukti :
Misalkan  adalah akar dari )(xf , maka 0)( f . Asumsikan 0)(' xf
dan nn ex  , dan dengan menggunkan rumus ekspansi Taylor untuk
mengaproksimasi fungsi f di sekitar nx , diperoleh
)()( nn efxf  
........)(
!3
)()(
!2
)())(()( 3
'''
2
''
'  nnn efefeff 
)()('''
!3
1)("
!2
1)(')( 432 nnnn eOefefeff   (2.13)
karena   0f , maka dengan melakukan manipulasi aljabar pada persamaan (2.13)
diperoleh



  )('
)(
)('
)('''
!3
1
)('
)("
!2
1)(')(
432




 f
eO
f
ef
f
ef
efxf nnnnn
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


  )()('
)('''
!3
1
)('
)("
!2
1)(' 4
32
n
nn
n eOf
ef
f
ef
ef




 (2.14)
misalkan )('
)(
!
1 )(


f
f
jC
j
j  ,3,2,1k , maka persamaan (2.14) dapat ditulis
kembali menjadi
 )()(')( 43322 nnnnn eOeCeCefxf   (2.15)
Jika untuk )(' nxf dilakukan ekspansi Taylor di sekitar x maka



  )('
)(
)('
)('''
!2
1
)('
)("1)(')('
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



 f
eO
f
ef
f
effxf nnnn



  )()('
)('''
!2
1
)('
)("1)(' 3
2
n
nn eOf
ef
f
eff








  )()('!2
)('''
3
3
)('
)("
!2
!21)(' 3
2
n
nn eOf
ef
f
eff








  )()('!3
)('''3
)('!2
)("21)(' 3
2
n
nn eOf
ef
f
eff





 )(321)(' 3232 nnn eOeCeCf   (2.16)
Apabila persamaan (2.15) dibagi dengan persamaan (2.16) diperoleh
  )(321)(' )()(')(' )( 3232
43
3
2
2
nnn
nnnn
n
n
eOeCeCf
eOeCeCef
xf
xf




  )(321 )( 3232
43
3
2
2
nnn
nnnn
eOeCeC
eOeCeCe

 (2.17)
Dengan menggunakan ekspansi deret taylor , dalam bentuk
...)1(
1
1 32  uuuu
Maka persamaan (2.17) dapat diubah menjadi
    1323243322 )(321)()(' )(  nnnnnnnnn eOeCeCeOeCeCexf
xf
      ...)(32)(321)( 23232323243322  nnnnnnnnnn eOeCeCeOeCeCeOeCeCe
      ...4)(321)( 222323243322  nnnnnnnn eCeOeCeCeOeCeCe
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    )(3421)( 32322243322 nnnnnnn eOeCCeCeOeCeCe 
  )(22 4332222 nnnn eOeCCeCe  (2.18)
Selanjutnya persamaan (2.18) substitusikan ke persamaan Newton dan diperoleh
  )(22 43322221 nnnnnn eOeCCeCexx 
  )(22 43322221 nnnnnn eOeCCeCeee  
  )(22 43322221 nnnn eOeCCeCe 
)( 3221 nnn eOeCe  (2.19)
Berdasarkan hasil di atas maka Newton memiliki orde konvergensi kuadratik.
2.6 Metode Potra - Ptak dan  Orde Konvergensinya
Diberikan persamaan metode Potra-Ptak sebagai berikut:
,...3,2,1,0)(
)()(
'1 
 n
xf
yfxf
xx
n
nn
nn
dengan
)(
)(
'
n
n
nn
xf
xf
xy 
Orde konvergensi metode Potra-Ptak dapat ditentukan dengan cara sebagai
berikut :
Misalkan 0)( xf dan  adalah akar dari fungsi )(xf tersebut, maka
0)( f dan asumsikan bahwa 0)(' xf . Dengan menggunakan ekspansi taylor
untuk )( nxf di sekitar x diperoleh
)()( nn efxf  
)()('''
!3
1)("
!2
1)(')( 432 nnnn eOefefeff   (2.20)
Oleh karena 0)( f , maka dengan melakukan manipulasi aljabar pada
persamaan (2.20) diperoleh



  )('
)(
)('
)('''
!3
1
)('
)("
!2
1)(')(
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



 f
eO
f
ef
f
ef
efxf nnnnn
 )()(' 43322 nnnn eOeCeCef   (2.21)
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Sedangkan untuk )(' xf dapat diperoleh dengan mengekspansinya di sekitar
x maka



  )('
)(
)('
)('''
!2
1
)('
)("1)(')('
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



 f
eO
f
ef
f
effxf nnnn
 )(321)(' 3232 nnn eOeCeCf   (2.22)
Karena ny adalah Newton dan sudah dibuktikan pada persamaan (2.19) maka dapat
ditulis
)(
)(
'
n
n
nn
xf
xf
xy 
  ))(22( 4332222 nnnnn eOeCCeCee 
  ))(22 4332222 nnn eOeCCeC  (2.23)
untuk itu,
)()437()22()(()( 5432432322322' nnnn eOeCCCCeCCeCfyf  
kemudian untuk
 
 )(321 )437()22((
)(321)('
)437()22()((
)(
)()(
32
32
43
2432
32
23
2
2
32
32
43
2432
32
23
2
2
'
'
nnn
nnn
nnn
nnn
n
nn
eOeCeC
eCCCCeCCeC
eOeCeCf
eCCCCeCCeCf
xf
yfxf






(2.24)
berdasarkan ekspansi deret taylor dalam bentuk
...)1(
1
1 32  uuuu
dengan  )(32 3232 nnn eOeCeCu 
maka
   543232322' 872)( )()( nnnnn nn eOeccceCexf
yfxf  (2.25)
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Kemudian persamaan (2.25) disubstitusikan ke persamaan Potra-Ptak sehingga
diperoleh :
 
)(
)(
'1
n
nn
nn
xf
yfxf
xx

  ))(872 54323232 nnn eOeCcceC 
))(2 432 nn eOeC 
Oleh karena   11 nn ex maka persamaan galat Potra diperoleh Sbb :
 43221 2 nnn eOecx  
 43221 2 nnn eOece  
 43221 2 nnn eOece  (2.26)
Persamaan (2.26) merupakan persamaan galat dari metode Potra-Ptak , sehingga
metode Potra-Ptak memiliki orde konvergensi kubik.
2.7 Kelengkungan Kurva
Berikut ini akan diberikan konsep tentang Kelengkungan Kurva yang akan
digunakan untuk memodifikasi persamaan Potra dan Ptak.
Gambar 1. Kelengkungaan kurva
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Garis singgung di P bersudut  . Bila P digerakkan sampai titik Q
sepanjang busur S ,maka terjadi perubahan sudut arah garis singgung sebesar  .
Sudut arah garis singgung di Q menjadi (   ). Kecepatan perubahan sudut arah
garis singgung sepanjang S ini menunjukkan ukuran kelengkungan kurva. Secara
matematika, ukuran kelengkungan disembarang titik pada kurva dilambangkan
dengan k (kappa) yang didefinisikan oleh :
ds
d
s
K
s
 
  0lim
Gerakan titik pada kurva yang lebih melengkung menunjukkan kecepatan
perubahan sudut arah garis singgungnya lebih besar. Kurva yang  lebih melengkung
menunjukkan jari-jari kelengkungannya lebih kecil, karena jari-jari kelengkungan
(  ) berbanding terbalik dengan ukuran kelengkungan ( )K .
Jari-jari kelengkungan dirumuskan
K
1 , dengan 0K
Untuk rumus kelengkungan dan jari-jari kelengkungan  kita peroleh :
   2/32
''
2/32
2
2
0 1
1
lim
y
y
dx
dy
dx
yd
ds
d
s
K
s 




 



 

Atau dinyatakan dalam y adalah
K
ss 



0
lim = 
ds
d
   2/32'
''
2/32
2
2
1
1
x
x
dy
dx
dy
xd











Tanda  pada K menujukkan bahwa : Bila K positif arah kurvanya
melengkung keatas /cekung   , sedangkan bila K negatif arah kurvanya
melengkung kebawah   .
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Bukti:
Dari pengertian kelengkungan kurva K =
ss 



0
lim =
ds
d dan tan adalah
kemiringan garis singgung ,maka diperoleh :
     222 yxs 
22
1 








x
y
x
s
2
1 








x
y
x
s
Dalam keadaan lim 0x maka:
2
00
1limlim 





 x
y
s ss

atau
2
1 


dx
dy
dx
ds (2.27)
Selanjutnya,
dx
dytan
maka,
arc 


dx
dy
tan


 


dx
dy
arc
dx
d
dx
d
tan.



 


dx
dy
dx
d
dx
d
2sec
1



 dx
dy
dx
d
dx
d
2tan1
1







dx
dy
dx
d
dx
dydx
d
2
1
1
2
2
2
1 



dx
dy
dx
yd
dx
d (2.28)
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Berdasarkan persamaan (2.27) dan (2.28), maka diperoleh :
K =
ss 



0
lim =
ds
d
K =
ss 



0
lim =
dx
ds
dx
d
ds
d  
2/32
2
2
1 


 



dx
dy
dx
yd
K =    2/32'
''
1 y
y

Dan untuk menghitung jari-jari kelengkungan kurvanya kita ketahui bahwa rumus
dari jari-jari kelengkungan kurva adalah
  
''
2/32
'
2
2
2/32
2/32
2
2
1
1
1
1
1
y
y
dx
yd
dx
dy
dx
dy
dx
yd
K




 






 



Sedangkan pusat kelengkungan sebuah titik ),( yxP pada kurva adalah pusat
C dari lingkaran kelengkungan di P. Koordinat   , dari pusat kelengkungan
diberikan oleh:
 
n
nn
n
nn
y
yy
x
dyyd
dx
dy
dx
dy
x
"
'1'
/
1
2
22
2





 


 (2.29)
dan
n
n
n
n
y
y
y
dyyd
dx
dy
y
"
'1
/
1 2
22
2




 (2.30)
Sedemikian sehingga, untuk kelengkungan kurva pada sebarang titik dapat
dirumuskan sebagai:
    222 Ryx  
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    22/32'2222
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

 
BAB III
METODOLOGI PENELITIAN
Penulisan tugas akhir ini menggunakan metode research library
(penelitian kepustakaan) yang bertujuan mengumpulkan data dan informasi yang
dibutuhkan dalam penelitian yang berasal dari buku-buku, jurnal serta artikel yang
berhubungan dengan penelitian yang akan diuraikan menjadi dasar penelitian.
Langkah-langkahnya adalah sebagai berikut:
1. Mendefinisikan metode  Potra orde tiga yaitu:
,...3,2,1,0)(
)()(
'
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yfxf
xz
n
nn
nn
dengan
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xy 
dan orde konvergensinya )(2 43221 nnn eOece  .
2. Mendefinisikan Kelengkungan Kurva di  )(', nn zfz sehingga diperoleh
persamaan baru
 
2''
32'2
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2'2
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2''
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))(1(
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)(1)()(
)(1)(
n
n
n
n
n
n
nn
n
zf
zf
zf
zf
zfy
zf
zfzf
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


 


  (3.1)
3. Mensubstitusikan persamaan (3.1) pada titik  0,1nx terhadap sumbu x .
4. Hasil substitusi persamaan (3.1) pada titik  0,1nx terhadap sumbu x
disubstitusikan kembali terhadap
nn
nn
n
zw
zfwf
zf 
 )(')(')(" (3.2)
dengan
)('
)(
n
n
nn
zf
zf
zw 
5. Menentukan orde konvergensi yang dihasilkan berdasarkan rumusan iterasi.
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6. Membuat beberapa fungsi simulasi numerik menggunakan bahasa
pemograman Matlab.
7. Membandingkan dengan hasil penelitian lain, seperti metode Newton (Orde
konvergensi dua), Potra  (Orde konvergensi tiga), Potra yang dimodifikasi
(Orde lima).
BAB IV
PEMBAHASAN
Pada bab empat ini akan dibahas mengenai modifikasi metode Potra-Ptak
menggunakan kelengkungan kurva dimana didapat persamaan baru, mencari orde
konvergensi dan membuat simulasi numeriknya serta membandingkan dengan
penelitian lain, seperti metode Newton (Orde konvergensinya 2), metode Potra-
Ptak (Orde konvergensinya 3), metode Potra-Ptak menggunakan kelengkungan
kurva (Orde konvergensinya 6), metode Jarrat yang dimodifikasi kelengkungan
kurva dengan orde konvergensi dua belas dan lebih jelasnya akan dibahas per sub
bab sebagai berikut :
4.1 Modifikasi Metode Potra Ptak Menggunakan Kelengkungan Kurva
Pada sub bab berikut akan dibahas mengenai modifikasi Potra-Ptak
menggunakan kelengkungan kurva. Diberikan persamaan metode Potra-Ptak
sebagai berikut,
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dengan
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Diketahui rumus dari kelengkungan kurva adalah sebagai berikut:
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


 


  (4.2)
Misalkan persamaan (4.2) dengan menggunakan perhitungan dasar
kelengkungan kurva titik   nn zfz , diperoleh:
    
   
 
 
  
 2''
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zfzf
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


 


  (4.3)
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Misalkan persamaan (4.3) memotong sumbu x di titik  0,1nx , maka
diperoleh
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Persamaan (4.4) dapat dijabarkan menjadi
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Selanjutnya persamaan (4.5) dijabarkan kembali sehingga didapat
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Kemudian persamaan (4.6) difaktorisasi dengan faktor ( 2' )(1 nzf )
sehingga persamaan (4.6) menjadi
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Oleh karena aproksimasinya pada titik )0,( 1nx , maka persamaan (4.7)
menjadi
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Persamaan (4.8) di atas dapat ditulis kembali menjadi suatu persamaan
baru dengan melakukan pemindahan ruas yang tidak mengandung ( )1 nn zx 
,sehingga diperoleh
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Kemudian persamaan (4.9) disederhanakan terhadap nn zx 1 sehingga
persamaan (4.9) menjadi
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Jika nz diruas kiri dipindahkan keruas kanan maka persamaan (4.11)
menjadi
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Substitusikan Persamaan Newton ke variabel 1nx sebelah kanan pada
persamaan (4.12) sehingga didapat
  
  


 


 


 


 

n
nn
n
n
n
n
n
n
nn
nn
zf
zfzf
z
zf
zf
z
zf
zf
zfzf
zx
''
2''
'
''
2'
2
1 )(12)(
)(
)(
)(1)(2)(
(4.13)
1V-4
 
 
    
  


 


 

n
nn
n
n
n
n
nn
nn
zf
zfzf
zf
zf
zf
zf
zfzf
zx
''
2''
'
''
2'
2
1
12
)(
)(1)(2)(
    
 
 
 


 


 

n
n
n
nn
n
n
nn
nn
zf
zf
zf
zfzf
zf
zf
zfzf
zx
'''
2''
''
2'
2
1
12
)(
)(1)(2)(
 
        
    


 


 

nn
nnnn
n
nnnn
nn
zfzf
zfzfzfzf
zf
zfzfzfzf
zx
'''
''2'2'
''
2'2''
1
12
)(
)(1)(2)()(
 
            




 )(12
)(1)(2)()(
''
'''
''2'2'
2'2''
1
n
nn
nnnn
nnnn
nn
zf
zfzf
zfzfzfzf
zfzfzfzf
zx
    
         





nnnn
nnnnn
nn
zfzfzfzf
zfzfzfzfzf
zx
''2'2'
'2'2''
1 12
)(1)(2)()( (4.14)
Sehingga, persamaan (4.14) dapat dituliskan kembali dengan bentuk,
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Pada persamaan (4.15) dengan menggunakan kemiringan di   wfw ', dan
 nn zfz ', maka diperoleh
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Substitusikan persamaan (4.17) ke persamaan (4.16) sehingga diperoleh
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(4.16)
(4.18)
Dengan menyederhanakan persamaan (4.18) sehingga diperoleh
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Substitusikan persamaan (4.19) ke  persamaan (4.18) sehingga diperoleh
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maka persamaan (4.16) dapat ditulis kembali dalam bentuk
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Jadi persamaan (4.21) merupakan iterasi baru dari modifikasi metode
Potra-Ptak menggunakan kelengkungan kurva.
Cara berbeda dapat diturunkan dengan manipulasi persamaan (4.8)
variabel  21 nn zx  diganti dengan iterasi Newton maka akan didapat
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Persamaan (4.18) dapat ditulis kembali menjadi
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Selanjutnya variabel     ''
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Persamaan (4.24) dapat dijabarkan menjadi
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Selanjutnya dengan menggunakan aproksimasi persamaan (4.16) terhadap
persamaan (4.26) diatas,maka didapatkan
           
  






 
 3'
2'
'''
2
1 2
)(2
n
nn
n
nnn
n
nn
zf
zfzf
zf
zfwfzf
zf
zx
1V-7
          
    

  3'
2'2'''2
1 2
)(2
nn
nnnnnn
nn
zfzf
zfzfzfwfzfzf
zx
 
 
          
    






  2'
2''''
'1
)(2
2
nn
nnnnnn
n
n
nn
zfzf
zfzfzfwfzfzf
zf
zf
zx
 
 
           
    






  2'
2'2'''
'1
)(2
2
nn
nnnnnnn
n
n
nn
zfzf
zfzfzfzfwfzfzf
zf
zf
zx
 
 
         
    






  2'
2'''
'1
3
2
nn
nnnnn
n
n
nn
zfzf
zfzfwfzfzf
zf
zf
zx
 
 
   
   
     
    






  2'
''
2'
2'
'1
3
2
nn
nnn
nn
nn
n
n
nn
zfzf
wfzfzf
zfzf
zfzf
zf
zf
zx
 
 
 
  






 
n
n
n
n
nn
zf
wf
zf
zf
zx
'
'
'1 32
(4.27)
Selanjutnya persamaan (4.27) dapat ditulis dalam bentuk
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Jadi persamaan (4.28) merupakan metode iterasi baru dari modifikasi potra
menggunakan kelengkungan kurva. Jadi dapat disimpulkan rumusan baru metode
Potra menggunakan kelengkungan kurva adalah sebagai berikut:
'' )(
)(
n
n
nn
zf
zf
zw 
)(
)()(
'
n
nn
nn
xf
yfxf
xz

)('
)(
n
n
nn
xf
xf
xy 
 
 
 
 n
n
n
n
nn
zf
zf
zf
wf
zx
''
'
1 32
1 

 
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4.2 Analisa Kekonvergenan
Pada bagian sub bab berikut akan dibahas mengenai analisa
kekonvergenan metode Potra yang dimodifikasi dengan menggunakan
kelengkungan kurva, yang dituliskan pada persamaan (4.28). Berikut ini teorema
yang memberikan persamaan tingkat kesalahan dari persamaan (4.28) yang
menunjukkan orde konvergensinya.
Teorema 4.2.1 Diberikan )(xf adalah fungsi bernilai rill yang mempunyai
turunan di RRIf : , untuk I interval terbuka. Jika 0x menghampiri 
maka persamaan (4.28) di atas mempunyai orde konvergensi enam dengan
persamaan error:
)()122( 7652421 nnn eOecce  (4.29)
dengan  nn xe dan )('
)(
!
1 )(


f
f
k
C
k
k  , k = 1, 2, 3, ...
Bukti: Misalkan  adalah akar dari )(xf , maka 0)( f . Asumsikan
0)(' xf dan nn ex  . Pada persamaan (2.26) telah diketahui bahwa
)('
)(
n
n
nn
xf
xf
xy 
    4332222 2 nnnnn eOeccecex 
    4332222 2 nnnnn eOeccecee 
   4332222 2 nnn eOeccec 
Selanjutnya
 
 
     3232
43
2432
32
23
2
2
' 321
43722)(
nnn
nnn
n
nn
eOecec
ecccceccec
xf
yfxf


   543232322 782 nnn eOecccec 
dengan demikian maka diperoleh
)(
)()(
'
n
nn
nn
xf
yfxf
xz

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   543232322 782 nnn eOecccec  (4.30)
maka
        543232322' 782 nnnn eOecccecfzf  
        5432242332'' 141641 nnnn eOecccecfzf  
sehingga
 
 
      
      5432242332'
54
32
3
2
32
2
'
'
' 141641
782
nnn
nnn
n
n
eOecccecf
eOecccecf
zf
zf




           15432242332543232322 141641782  nnnnnn eOecccecxeOecccec
     543232322 872 nnn eOecccec  (4.31)
kemudian substitusikan persamaan (4.29) dan (4.30) ke persamaan nw sehingga
didapatkan,
 
 n
n
nn
zf
zf
zw
'

         543232322543232322 872782 nnnnnn eOeccceceOecccec 
   8762322652 968412 nnn eOecccec 
sedemikian hingga
        8762322652' 968412 nnnn eOecccecfwf  
        8772352662'' 192168241 nnnn eOecccecfwf  
selanjutnya dengan cara yang sama maka diperoleh
 
 
       
      5432242332'
877
2
5
2
66
2
'
'
'
141641
192168241
nnn
nnn
n
n
eOecccecf
eOeccecf
zf
wf




     877252662 192168241 nnn eOeccec 
      15432242332 141641  nnn eOecccecx
   543232322 8721 nnn eOecccec  (4.32)
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Selanjutnya substitusikan persamaan  30.4 ,  31.4 dan  32.4 kepersamaaan
 28.4 sehingga diperoleh
)(
)(
)(
)(3
2
1
''
'
1
n
n
n
n
nn
zf
zf
zf
wf
zx 

 
        43232322543232322 8721321782 nnnnn eccceceOecccec 
 xeO n5     543232322 8721 nnn eOecccec    765242 122 nn eOecc   33.4
Oleh karena   11 nn ex maka persamaan  30.4 menjadi
   7652421 122 nnn eOeccx  
   7652421 122 nnn eOecce  
   7652421 122 nnn eOecce   34.4
Persamaan  34.4 merupakan orde konvergensi dari modifikasi metode Potra-
Ptak menggunakan kelengkungan kurva yang menghasilkan orde konvergensi
enam.
Berdasarkan defenisi 2.3, metode Potra-Ptak mempunyai enam  fungsi  nxf
,  nxf ' ,  nyf ,  nwf ' ,  nzf ,  nzf ' ,sedangkan orde konvergensinya tingkat
enam maka nilai indeksnya adalah
wPE
1

6
1
6
 51,34800615
Jadi persamaan orde konvergensi dari modifikasi di atas indeks efisiensinya
adalah 348006155,1
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4.3 Simulasi Numerik
Pada sub bab ini, akan diberikan simulasi numerik dari metode baru dari
modifikasi metode Potra-Ptak menggunakan kelengkungan kurva, yang dituliskan
pada persamaan (4.28), menggunakan software Matlab versi  7.0.4. Dengan tujuan
untuk menunjukkan keefektivan persamaan (4.28) dalam menghampiri akar
fungsi suatu persamaan. Fungsi-fungsi yang digunakan kami ambil dari jurnal “A
Simple iterative method with fifth-order convergence by using Potra and Ptak’s
Method”. Adalah sebagai berikut:
  2321  xexxf x 398612575302854,0
      5cos3sin 22 2  xxxexf x 30912076478271,1
  104 233  xxxf 140973652300134,1
  204  xexf x 8444718424389537,2
  315 
x
xxf 326966335955628,9
  13076 2   xxexf 00000000000000,3
Selanjutnya simulasi numerik dari persamaan (4.28) akan dibandingkan
jumlah iterasinya dengan beberapa metode iteratif dalam menghampiri akar
persamaan nonlinear. Metode Newton orde dua dinotasikan sebagai (NW),
metode Potra orde tiga dinotasikan sebagai (PTR), selanjutnya metode Newton
ganda orde empat dinotasikan sebagai (NG), berikutnya metode double Potra
dinotasikan sebagai (DPTR), dan yang terakhir dari persamaan (4.28) metode
Potra yang dimodifikasi menggunakan kelengkungan kurva menghasilkan
konvergensi orde enam dinotasikan sebagai (PTRC). Berdasarkan hasi
perhitungan komputasi atau simulasi numerik diperoleh jumlah iterasi dari
berbagai metode sebagai berikut
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Tabel 4.3 Perbandingan Jumlah Iterasi
)(xf 0x Jumlah IterasiNW PTR NG DPTR PTRC
)(1 xf
10 13 10 7 7 5
3,0 6 4 3 3 3
)(2 xf
-5 31 22 3 3 2
-1 6 4 3 3 3
)(3 xf
10 9 7 7 5 4
3,0 6 4 3 3 2
)(4 xf
7,7 10 7 5 5 4
5,2 7 5 4 4 3
)(5 xf
20 6 5 3 3 2
25 6 4 3 3 2
 xf6
4,0 19 14 10 10 7
5,0 35 25 18 18 13
Berdasarkan Tabel (4.3) di atas menunjukkan bahwa metode yang orde
konvergensinya tinggi memilik iterasi yang sedikit dibandingakan dengan metode
yang orde konvergensinya rendah. Seperti metode Potra yang dimodifikasi dengan
kelengkungan kurva menghasilkan orde enam jumlah iterasinya lebih sedikit
dibandingkan dengan metode Potra yang memiliki orde konvergensi tiga.
Selanjutnya untuk menegaskan tingkat orde konvergensi suatu metode
iterasi, bisa dilakukan dengan metode Computational Order of Convergence
(COC). Berikut ini adalah tabel perbandingan COC dari metode Newton (NW,
Jhon Mathew 1992 ), metode Potra (PTR, Zhong LI, 2011), Newton Ganda (NG,
Sanjai K Khattri dan Ravi P, 2010 ), Double Potra (DPTR, Reza Erzati, 2009) dan
yang terakhir metode Potra yang dimodifikasi menggunakan kelengkungan kurva
(PTRC).
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Tabel 4.4 Perbandingan Nilai COC
)(xf 0x COCNW PTR NG DPTR PTRC
)(1 xf 10 1,99 2,97 3,76 10,52 8,25
3,0 2,00 3,03 1,93 0,98 10,04
)(2 xf -5 2,02 2,96 3,12 2,96 Ttd
-1 1,99 3,03 1,26 Ttd 1,27
)(3 xf 10 2,00 2,89 3,78 4,75 5,67
3,0 1,99 2,84 2,93 3,95 Ttd
)(4 xf 7,7 1,99 2,96 3,76 4,02 6,82
5,2 1,99 2,93 3,89 4,59 Ttd
)(5 xf 20 2,00 2,98 Ttd Ttd Ttd
25 2,00 2,98 Ttd Ttd Ttd
 xf6 4,0 1,99 2,97 3,91 3,79 4,63
5,0 1,98 2,97 3,90 4,08 4,30
Keterangan :
0x Nilai Awal
Ttd = Tidak Terdefinisi
Pada Tabel 4.4 mengambarkan perbandingan nilai orde konvergensi
secara numerik. Secara umum hasil perhitungan orde konvergensi secara numerik
(COC) untuk metode iterasi yang memiliki orde konvergensi yang lebih tinggi
secara teori menunjukkan nilai COC lebih tinggi dibandingkan metode iterasi
yang memiliki orde konvergensi yang lebih rendah. Tabel (4.4) juga menunjukkan
bahwa orde konvergensi pada setiap metode berbeda-beda. Hal ini terjadi karena
masing-masing metode mempunyai cara yang berbeda dalam menghampiri akar
dari suatu persamaan, juga dapat terjadi karena fungsi yang diberikan dan nilai
awal yang diberikan pada fungsi tersebut berbeda.
Selanjutnya untuk melihat keefektifan persamaan orde konvergensinya
maka bisa dilihat dari indeks efisiensi dari masing masing metode. Berikut ini
akan dijelaskan indeks efisiensi dari metode Newton (NW), metode Potra (PTR),
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Newton Ganda (NG), Double Potra (DPTR) dan yang terakhir metode Potra yang
dimodifikasi menggunakan kelengkungan kurva (PTRC). Berdasarkan defenisi
2.3, metode Newton memiliki indeks efisiensi 414,1 , metode Potra-Ptak 442,1 ,
metode Newton Ganda 414,1 ,  metode Double Potra 709,1 , modifikasi Potra-Ptak
menggunakan kelengkungan Kurva  indeks efisiensi 1,348. Berdasarkan teori
indeks efisiensi, yang memiliki indeks efisiensi lebih tinggi persamaan orde
konvergensinya cukup efektif dalam menyelesaikan persamaan nonlinier.
Berdasarkan hasil indeks efisiensi maka modifikasi metode Potra-Ptak
menggunakan kelengkungan kurva indeks efisiensinya cenderung lebih kecil
karena memiliki 6 evaluasi fungsi: 3 evaluasi fungsi dan 3 evaluasi turunannya.
BAB V
PENUTUP
5.1 Kesimpulan
Metode Potra adalah salah satu metode yang digunakan untuk menentukan
akar-akar persamaan nonliniear dengan konvergensi orde tiga. Berdasarkan
penelitian, diperoleh rumusan baru dari modifikasi metode Potra menggunakan
kelengkungan kurva yang memiliki konvergensi orde enam. Rumusan baru dari
modifikasi metode Potra dapat dituliskan sebagai berikut;
 
 
 
  ,...3,2,1,0,32
1
''
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1 

  n
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nn
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
 
 n
n
nn
zf
zf
zw
'

dan persamaan errornya sebagai berikut;
   7652421 122 nnn eOecce 
Semakin tinggi orde konvergensi suatu metode iterasi, semakin sedikit
jumlah iterasi yang diperlukan dalam menghampiri akar-akar persamaan
nonlinear. Hal ini dapat terlihat pada Tabel 4.3 dan Tabel 4.4, metode Potra yang
dimodifikasi menggunakan kelengkungan kurva secara umum memiliki iterasi
yang sedikit dalam menghampiri persamaan nonlinear dan memiliki nilai COC
yang lebih tinggi dibandingkan dengan metode Newton dan metode Potra dan
nilai indeks efisiensinya 51,34800615 Sehingga, metode ini lebih efektif dalam
menyelesaikan persamaan nonlinier dibandingkan metode lainnya yang memiliki
orde konvergensi yang lebih rendah.
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5.2 Saran
Pada penelitian ini penulis memodifikasi metode Potra yang berorde tiga
menggunakan kelengkungan kurva. Tugas akhir ini penulis lakukan karena ingin
mengembangkan metode potra yang sebelumnya diteliti oleh Zhong LI
,Chengsong PENG ,,Thianhe ZHOU, dan Jun GAO (2011) yang telah
memodifikasi metode Jarrat menggunakan Kelengkunngan Kurva. Pada skripsi ini
penulis melakukan modifikasi metode Potra menggunakan Kelengkunngan Kurva.
Oleh sebab itu, disarankan pada pembaca untuk melakukan modifikasi terhadap
metode Potra menggunakan aturan Trapesium dan modifikasi metode Double
Potra dengan menggunakaan Kelengkungan Kurva.
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